





Viscous Flow in Rounded Pipe Exit 
(When the Inertia Terms were considered) 
lsao ASHINO 
(Received Sep. 30， 1969) 
The author studied theoreticalIy the viscous flow in a rounded pipe exit when 
the inertia terms in Navier-Stokes equations of motion were considered and 
Reynolds number in a straight pipe was smalI comparatively. The results may 
be summarized as follows. 
(1) The stream function could be approximated with the power series of 
Reynolds number. 
(2) The state between a divergent f10w and a convergent f10w is different. 
There is the tendency that a divergent flow concentrates in a center and a 
convergent f10w becomes uniform. 
ゆ，) It is too difficult to decide the position of separation point accurately 





















α，β および γの増加する方向の速度成分を U，V 
および ω とする口また， α，β および T方向の線素
を h1dα，hzdβ および hadrとすると，hlo hzおよ
び haはそれぞれ次式で与えられる。


















1 I fJ ，_， fJ _ ，i 
=両;t瓦 (hω一万(h刈 j
去D勺凶
DZ=EL「」ι(~ 一色\+←ι(-~ 一空=-il 
-h1h2l fJα¥hah1 fJαJ Iθβ¥h2ha fJβJJ 
である。また，か〈渦〉度方程式の T成分より
1θ(ψ，D2ψ)， 2D2ψ fJCψ，hs) 一一一一一-h1h2ha fJ(α，β) -. h1h2ha2 fJ(α，β) 
=νD4ψ ………(5) 
となるo ここに， νは動粕度である O





h1=Lh/， h2=Lhl， ha=Lh{， D2=L-2D'2 
















R「-LO(ψo，D21]0L+.2f!弘主ψo ， h~?l 
el -h1h2ha fJ(α，β) T h 1h2hS2 a(α，β)J 
。r 1 ffJ(ψ0， D2ψ1) ， a(1]I1，D21]。)i+Re21 一一一一-;:-，¥← + ~ ';..，"'-/' -~ .""'u/ } ~ l h1h2ha l a(α，β) Iθ(α，β) J 
+232ψ。θ(ψ1， ~~) + ~2ψ1θ(ψo ，hs) i 
h1h2ha2 θ(α，β) -. h1h2h32 a(α，β) J 
r 1 fθ(ψ0， D2ψ2) ， fJ(ψ1，D2ψ1) +Resl 一一一一~{V\.:~' Lo一一+一l -h1h2hal fJ(α，β〉 θ(α，β〉
+~ψ~~ ~:1]Io)1 + ，2I?2~09 2~S1]l2 ，~~) 。(α，β) J. ，-h1 hzhaz fJ(α，β〉
+2D2ψ1 a(ψ1， ~~) +空包 θ(ψ0，hs)i ， 
h1hzhsZ fJ(α，β) I h1h2ha2θ(α，β) J ' 






D4ψ1= 一一一一 + 一一一一一一一h1hzha θ(α，β) ，-h1hzhs2θ(α，β〉
1 ra(ψO，D2ψ1) ， iJ(ψ1.D2ψ。)1
D4ψ=-~i ト
2-- hlh2hal iJ(α，β) -. iJ(α，β) J 
+ZDzhθ(ψ1，hs) ， 21)2ψ1θ(ψo. hs) 






























上式より， α および β をそれぞれ消去し，
r2=が+y2 とおけば，








このとき円弧壁面ABCは β=βb管軸 zは β=0， 
直管入口部OCは α=0と表わすことができるo aお
よび bが与えられれば上式より
k=av 1 +2e， COShs1= 1 +1/e: -・・・・(12l
となるD ここに e=b/a であるo
流れに対する境界条件は壁面部で，速度成分 U お
よび U がOである O すなわち
β=β u=v= 0 
ト………(13l





















Bo= 1， B1= -3/2 




















A(m) = f'悦ー (m-1 )fm， B(m) = mfm 
C(n) =(n-:-4) {(S2-1 )/'n-n(n-1 )fn 
一(2n-3)(S2-1)/'n_l 
+(n-1 )(2n-3)sf叫ー1}
D(n) = {(s2ー l)frrrn一仰ー 1)/'n 
十2n(n-l)sfnl 
(S2 -1) J ~叫l
-{(3n-8)(S2ー l)f"n-l
-(n -1)(2n -3 )sf'時一1
一[(n -1 ) (n2 -9叩 3)
2(n-1) (2n-3)i，. 1 
(S2ー lY Y叫-1J














一(n-6 )S(S2 -1 )gn-l' 
一(n-2 )(nー 3)(S2-1 )g叫ーl
+(n-2)(n-3)(n-4)sg叩ー1}
+匂n-5 )(2nー 7)((S2-!)2g叫-2'F
ー(2n-9) s (S2 -1) g，η-z' 
+(n-3)( 1 +(n-5)S2Jg叫-2D .・H ・"(22)
上式閣を式(19)の右辺に等しいとおくと
三 1一一({(S2-1 )2gn""+4S(S2-1 )gn'" 
叫:o(t+s)n
-2(n -2) (n -3) (S2ー 1)gn" 
+(n-1 )(n-2)(n-3)(n-4)gn) 
-2(2n-5) {(S2-1 )2gn_{" 






























ここに do• dh ぬおよび d8は積分定数であるo境
界条件(13)により
C02 (_ n ， _ 3¥3C02 。=耳目S18+6Sl-IJj， dI=瓦~(3S12_1)
d2 =d8= 0 
となるO それゆえ，式聞は次のようにまとめられる。
("2 
go=ー 五五(S2ー 1)(sー ザ(2s-5s1+3/ω
......~$ 
次に n=1 のときを第1次近似とする。式問より
(S2_ 1 )2gt'1I +4S(S2-1 )gl'" -4(S2-1 )gl" 
= -6{(S2-1 )2go"'+5S(S2-1 )go" 
-2(S2 -1 )go' -6sgo} 
(S2 -1 ) 
一一王子一(3/0γ{'+4/<。γ/+/0'γ'1+3/0'2)
上式に式仰と帥を代入して整理すると
(S2-1 )g{川 +4sg{"-4g{' 
= (9C02/kν) ((6S14+4s18 -6S12+ 6) 
+ (lOS18+20S12+55s1 -15/s1)s 









-35(3s1 -1/S1)S8J ・H ・..側
(S2 -1 )Y2"" +4S1Y2'" -4Y2" 
: (9C02/kν)((6S14+4s18_6s12+ 6) 
一(24s1+66)S2+80s4J ………仰)
式四)を解くために
S= 1 +η 
とおく o s:::coshβ であるから η>0であるo この
とき式白8)は
η(2 +η')Yl"" +4( 1 +η')Yl川 -4Yl"
= (9Co2/kJ，l)[(10S18+20S12_50S1 +20/S1) 
十(lOS18+20S12-260S1 +90/s1)η 
-105(3s1 -1/s1)η2_ 35(3s1 -1/s1)η8J 
.・・・(28')
ここに rは η についての徴分をあらわす。ここで





ao= 0， al = (5/2) (SI3+2S12ー 5s1+2/S1) 
a2= (5/6) (SI3+2s12_26s1+9/S1)， 
aa= -(5/24) (SI3+2s12+37s1 -12/S1) 























bo=0/6)(4 +12S1+9s12_6S13_9s14) ) 
bz=ー0/3)(13+ 12s1)， b4= 10/3 
・(3)
よって，式問)の一般解は次のようになるo
" 19C02¥( f_. I，sート1¥ 2 _1 
gl"=¥-k: Jle013s1o副」ー)一一一一)-6}¥/人l"'Ul 邑¥s一1J (S2 1) V J 
+仰+山
.・・・・(3品
境界の条件より eo= 0 である口上式を sについて
2回積分すると
19Coz¥( n 
gl =， -k~ JLe〆+ezs+ea
I bn n b~. b. ¥ 
+l-+sz+ー ヱーが+:.: S6 ) ¥2 - ， 12 v ， 30 V / 
+呈 h (s-1 )n+~J 回
目;1(n+ 1 )(n+ 2)J 刷
ここに ehe2および eaは積分定数である O 式(3)に
より速度成分を求めると
Ull=ザ((件S)g1'ー μ
=-FL~[s(t +s) ー (S2-1 ) Jk2ys2-1 
となるo境界の条件により
S=SI gl=gl'=O， s=1: gl=O 
よって積分定数 elo e2および e3は次式を満足せねば
ならなL、。
3els12十e2+(bOsl +b2s13/3十九SI5/5)
+芸lan(slー 1)叫+仰+1)= 0 
elsl8+e2s1 +es+ (bOSlz/2+bllSI4/12+b4S16 /30) 1 
+Eh(SIー 1)叫+2--o J 
n=;1 (n+ 1 )(n+ 2) -v 











1 Iθ(t/lo，D2t/11) ， o(やI，D2t/10)1 
νD4t/12=一五扇rae示)"-+ äê~，訂<-j
+B32hkh，hO232中1 O(中。，ha)一一一一一一一一一←ー +一一一一一一一一一一-hlh2hS2 O(α，β) .-hlh2ha2 O(α，β) 
・・・(3百
上式に式日6)と白Dとを代入して整理すれば
Ct+S)6r '.9 • ，{ D4中2=ヲ~Lー (S2- 1 )tfo"'go-4ん"go'
10/0' go t -5/0'go"+一一一一~\t 601 (S2 -1 )J 
f.， 7 A' {-(S2-1 )/l"'go+3(s2-1 )/l"go' (t +s) l 
+5/1'( (S2 -1 )go"ー 2goJ
r， n "' '" _ " 4sgo i + I1L (S2 -1 )go'" 一 2g什否に~l)J
+ S(S2 -1 )/0'" go 
+(S2-1 )/0ぺ4gt'-8sgo' -5go) 














(52 - 1 )ho"" + 45ho'"ー24ho"
+120ho/(S2-1 )=(3Cos/2k2ν2)(S-SI) 
X {-128s4+(23251 -120/S1)S3 
+ (70S12+58)S2ー (95s13+25s12-4S1 




ho = (3C03/2k2ν2)(eos(s2-1 )+e1s3(s-1) 
+e2{s(s2ー 1)log(s+ 1 )/(s -1) -2S2+4/3} 
+e3 {S8(S2ー 1)log(s+ 1 )/(s-1 )+1.5s4-11s2/3+53/30} 
+ (S2 -1 ) {bo +削+附+~2an(S-1 )n} J -・・・・ (42)
ここに eo，eh e2および e3は積分定数であり，前と同様に e2=e3= 0 となるo また，anおよびんは次式
のように与えられる。
a2=(15s14_27s12+ 4)/6， a3= (90S14ー 243s12-15)/72 
。4=- (5s14+18s12+57)/80， a5= (30s14+27s12ー 209)/1200
。6=ー (180s14+27s12-39)/16800， a7= (450S14 -81s12 -41)/94080 
a 一 (n2+4n+9)an-r1 (n+6)(n+4)(n -1)(n-3)an 
桝 2一 (n+3)(n十 2) - 4(n+1)(n+2)2(n十3)
ただし n~6 
bo= ( -25s16十25s14-32.5s13 -12.5s12+63s1-18/ s1)/72 
b2 = (165s13+25s12 -234s1十60/s1)/48
b4 = 1.5s1 -1/2s1 
また eoおよび e1は境界条件より次のごとく定まるO
= _ ~~o _ bZ:1 +b4:13+~_2J_anf土的1- 1)九回1 ー(S1- 1)~} 
2s1 2' 2 2叫;'2-'.l 3 "'-1 S1 
~_~_ 3b4s1 __1_)1 n[~( <， _1\n-1_ (S1-1)叩l








式(3)に式仰を用いて式側，自1)および側を代入すれば αおよび β 方向の速度成分 U および U は
U= 日2: ~J{ム二一一一位~1 +SinaJ7~企二一 - r~ ~~~~+11 
同:;olCt+S)叫 Ct+s)n+1J-r<:UUUO! (t+S)叫 (t+s)叫+1J
と与えられるO
+idロー 開会}+.......J 










CO/k2= -0.744u， Co/kν= -1.705Re 
となるo近似解の収束状態を調べるために速度成分を分割して表に示そう。
流れ関数中。による αおよび β 方向の速度成分を Uonおよび U仰 Cn=0，1，2，……)とする口これは式(銅およ






s Uoo!U UrH!U UI~，'I.!Ü U'd!U =1]U'dnIU 
1 1.875 0.094 。 1.969 
1.0038 1.814 0.079 0.0001 1.893 
1.0154 1.623 0.045 0.0000 1.668 
1.0349 1.285 -0.003 -0.0002 1.282 
1.0629 0.763 -0.066 -0.0002 0.697 
1.1 O O O O 
t==0.707 のとき
s 向。!U U'dl!ii U02/U UQ!U==1]uo叫川
1 1.336 0.080 O 1.446 
1.0038 1.322 0.072 0.0001 1.394 
1.0154 1.185 0.039 0.0001 1.224 
1.0349 0.941 -0.002 -0.0002 0.939 
1.0629 0.561 -0.027 -0.0002 0.534 
1.1 。 O O 。
t== 0 のとき
s Uoo!U uOl/iJ， u021u ¥ uo!目的見/u
1 0.469 0.047 O 0.516 
1.0038 0.454 0.040 0.0000 0.494 
1.0154 0.412 0.021 -0.0000 0.433 
1.0349 0.332 -0.002 -0.0002 0.330 
1.0629 0.202 -0.017 +0.0002 0.185 












??? ?， ，?、 、? ?
，?
?
s voo/u vot!u V02/U vo/U = ~Von/Ü 
1 。 O O O 
1.0038 O -0.0013 0.0000 -0.0013 
1.0154 O -0.0021 0.0000 -0.0021 
1.0349 O -0.0019 0.0001 -0.0018 
1.0629 O -0.0008 0.0001 -0.0007 
1.1 O O O O 
t== 0 のとき
s voo/u VOl/U V02/U vo/U = ~Von/Ü 
1 O o 。 O 
1.0038 O -0.0019 0.0000 -0.0019 
1.0154 。 -0.0029 0.0001 -0.0028 
1.0349 O -0.0027 0.0001 -0.0026 
1.0629 O -0.0011 。‘0001 -0.0010 
1.1 O O O O 






a7= -0.0270703， bO = 1.1545167， 
b 4= 3.3333333， el = 0.70624531， 
eg = 0.36184529 
を得るから，式(缶)より
ag= -6.98789770 
a6 = 0.0606375 




これらを用いて速度成分的叫および U刊を求めた結果を表2に示す。ただし1ftは sinaを含むので， t= 1 
(α= 0)では速度成分 Utnはすべて Oとなるので表には示してない。
次に山による速度成分 U20 を求める口式側および(4~ より
a2= -1.118083 ag =ー 2.461958
a5= -0.110339 a6=ー 0.015310
bO=ー0.12647759 b2=0.97938447 
eO = 0.29721686 el= -2.34562707 
を得る。それゆえ式回)より
a4= -1.076256 
a7 = 0.005525 
b 4= 1.19545454 























































































ho= (3Cos/がν2)[ー 0.00009758η+0.00179671ポー 0.00478225ポー 0.054386が+0.212630η5
-0.101489η6ー 0.140959ηTー 0.00426η8_………〕
となるo この第0次近似解による速度成分的。の結果を表3に示す。 V20は小さいので省略した。
まず，t= 1 すなわち，直管出口または入口では最大流速は管軸 (s=1)のところでおこり，ポアズイユ流












t= 1 t=0.707 t= 0 
s U20/U U20/U U20/U 
1 0.00506 Re2 0.00269 Re2 0.00032 Re2 
1.0038 0.00437 Re2 0.00233 R♂ 0.00028 R♂ 
1.0154 0.00251 Re2 0.00134 Re2 0.00017 Re2 
1.0349 -0.00011 R♂ -0.00005 Re2 -0. 
1.0629 -0.00194 Re2 -0.00105 R♂ -0.00013 Re2 







-ー ーー ー-Re= 1 
r 、 ? ， ，? ????? 、??? r 
M 
o o.!) 1 
図2 丸みのある管出口の粘性流 (ε=10)
日
o 0.， 1 
図3 丸みのある管入口の粘性流 (e=10) 
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丸みをもった壁面上の摩擦応力 "0 は前報告でも述べたように，次式で与えられる O




μ(t+ sl)Ssinhβ1わr/n" ，gn"sina_ I 正三一 i -・・・・(却)"0= kS :;-:oL(tヲミ7五十三汗而'7J千己ι2'.........J
となる口
ε=10すなわち， Sl = 1.1のときの計算例を示す。
/0" =6.6Co /1"=ー 1.29Co fz'F=ー 0.04Co・H ・H ・-…・
go"= -0.1025CoRe gt"=ー 0.00297CoRe.
hd'==ー0.0167CoRe2...••••••• 
これらの値を上式に代入すれば，次式のように整理される O
((_ _ 1.29 0.04 議長子=ー 0.298(t十1州 6.6一肝同一肝町一 ) 
-ρ{0.01吋鰐+.........}Re
ー {0.0167(t+1.1)2+ .・ H ・ }Re2
+.. 
はく離点の位置は τ。=0 となる位置であるD しか
し，上式は tの無限級数で与えられるから，その位置
を求めることは不可能である。
そこで，t= 0において， "0= 0ならしめる Re数
を逆に推定してみよう oRe2以上の項を省略してみる
と，Rιeと均守1時6を得るO 前報告〈
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